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Unité de recherche :
Laboratoire de Probabiliteés, Statistique et Modeélisation (LPSM), UMR 8001
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Doctorant.e.s actuellement encadré.e.s : 1 (50%, soutenance en 2021).

Co-encadrant.e :
NOM : Ben-Hamou
Prénom : Anna
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ED386-Sciences Mathématiques Paris Centre
Doctorant.e.s actuellement encadré.e.s : 0.
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Cotutelle internationale : Non.

Selon vous, ce projet est-il susceptible d’intéresser une autre Initiative ou
un autre Institut ? Oui, ISCD - Institut des Sciences du calcul & des Données.

Description du projet de recherche doctoral :

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans Rd×R, avec X ∼ µ où µ
est supposée à densité, et où E[Y 2] <∞. On cherche à comprendre comment la variable
réponse Y dépend du vecteur X, i.e. à trouver une fonction mesurable g : Rd → R telle
que g(X) soit une bonne approximation de Y . Le critère généralement retenu pour
mesurer la qualité de l’estimation est celui du risque quadratique E[(Y − g(X))2]. Un
optimum est alors donné par la fonction de régression r donnée par

∀x ∈ Rd , r(x) = E[Y
∣∣ X = x] ,

qui vérifie
E[(Y − r(X))2] = inf

g
E[(Y − g(X))2] ,

où l’infimum est pris sur toutes les fonctions mesurables g : Rd → R telles que
E[g(X)2] < ∞. En pratique, la loi du couple (X, Y ) est inconnue et l’on ne peut
donc pas espérer pouvoir calculer r(X). Cependant, si l’on dispose d’observations i.i.d.
Dn = ((Xi, Yi))1≤i≤n de même loi que (X, Y ), alors on peut chercher à estimer la
fonction de régression à partir de l’échantillon Dn. Notons qu’il s’agit d’un problème
non-paramétrique : on ne suppose pas que la fonction r peut être décrite avec un nombre
fini de paramètres, comme c’est le cas en régression linéaire.

Soit x ∈ Rd. Le principe de l’estimateur des plus proches voisins est d’approcher
r(x) par une moyenne pondérée des valeurs Yi, en mettant une pondération d’autant
plus forte que Xi est proche de x. Plus précisément, notons(

X(1)(x), Y(1)(x)
)
. . . ,

(
X(n)(x), Y(n)(x)

)
le réarrangement des observations (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) par ordre croissant des dis-
tances ‖Xi − x‖ :

‖X(1)(x)− x‖ ≤ · · · ≤ ‖X(n)(x)− x‖ .

(Comme la loi de X est à densité, toutes ces inégalités sont strictes presque sûrement).
L’estimateur des plus proches voisins (PPV) est alors défini par

rn(x) =
n∑

i=1
wiY(i)(x) , (1)

où (w1, . . . , wn) ∈ [0, 1]n est une suite (déterministe) de poids telle que
∑n

i=1wi = 1.
Généralement, on suppose que cette suite est décroissante : w1 ≥ · · · ≥ wn. Un exemple
important est celui de poids uniforme sur J1, kK pour k ∈ J1, nK : wi = 1

k1{i≤k}. On
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parle alors d’estimateur des k plus proches voisins (k-PPV).

Il existe de nombreux résultats asymptotiques pour cet estimateur. Par exemple,
on dit que rn est universellement Lp-consistant (pour p ≥ 1) si pour toute loi de (X, Y )
avec E[|Y |p] <∞, on a

E [|rn(X)− r(X)|p] −→
n→∞

0 ,

où l’espérance est prise à la fois sur Dn et sur X (indépendant de Dn). Le théorème
de Stone (1977) implique que l’estimateur rn défini en (1) avec (wi) décroissante est
universellement Lp-consistant si et seulement si il existe une suite d’entiers (kn)n≥1
telle que

1. kn → +∞ et kn
n → 0 ;

2.
∑

i>kn
wi → 0 ;

3. w1 → 0.
En particulier l’estimateur des kn plus proches voisins est universellement Lp-consistant
ssi kn → +∞ et kn

n → 0. On peut aussi montrer (Devroye, 1982) que sous certaines
hypothèses, l’estimateur rn est fortement ponctuellement consistant :

rn(x) p.s.−→ r(x) , pour µ-presque tout x ∈ Rd.

Sous des hypothèses plus fortes sur la loi de (X, Y ) (en supposant en particulier que
le support S de µ est compact) et sur la suite (wi), on peut même montrer (Devroye,
1978) la consistance forte uniforme :

sup
x∈S
|rn(x)− r(x)| p.s.−→ 0 .

Pour une très bonne présentation de l’estimateur des PPV et de ses propriétés asymp-
totiques, voir Biau and Devroye [3], Györfi et al. [10], et Devroye et al. [8].

Il existe cependant assez peu de résultats sur les propriétés non-asymptotiques de
cet estimateur. Le but de cette thèse est d’obtenir de bonnes inégalités de concentration
exponentielles pour rn(x), autour de son espérance E[rn(x)]. Si l’on sait d’autre part
contrôler le biais |E[rn(x)]− r(x)|, alors on obtiendra une borne non-asymptotique sur
|rn(x)−r(x)|, valable avec grande probabilité. Pour un contrôle uniforme, nous cherche-
rons aussi à obtenir une borne sur P (supx∈S |rn(x)− r(x)| ≥ ε). Enfin, nous proposons
aussi d’étudier une variante de l’estimateur des k plus proches voisins, l’estimateur des
k plus proches voisins mutuels, introduit par Guyader and Hengartner [9] et donné par

mn(x) = 1
|Mn(x)|

∑
i, Xi∈Mn(x)

Yi ,

où Mn(x) est l’ensemble des plus proches voisins mutuels de x, i.e. l’ensemble des
points Xi qui non seulement appartiennent aux k plus proches voisins de x mais sont
tels que x appartient aux k plus proches voisins de Xi. Des résultats expérimentaux
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montrent que les performances de cet estimateur sont souvent meilleures que celles
de l’estimateur des k-PPV standard. Un des objectifs de cette thèse sera d’étudier
les propriétés (asymptotiques et non-asymptotiques) de cet estimateur, et de savoir
dans quelles situations cette variante donne lieu à une amélioration de la vitesse de
convergence.

Co-encadrement : Anna Ben-Hamou 50 %, Arnaud Guyader 50 %.

Production des encadrants en lien avec le projet :
Cérou and Guyader [7]
Biau et al. [5]
Biau et al. [4]
Guyader and Hengartner [9]
Biau et al. [6]
Ben-Hamou et al. [1]
Ben-Hamou et al. [2]

Profil de l’étudiant.e recherché.e : Étudiant.e ayant obtenu un Master, ou un
diplôme d’une école d’ingénieurs, en aléatoire.
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